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Le soin et la rédaction seront pris en compte dans la notation. Faites des phrases claires et précises.
Le baréme est approximatif. La calculatrice en mode examen est autorisée.

AAttention! Le sujet est recto-verso.
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14 pts Calculer les intégrales suivantes
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oII:J\Bﬁ—2x+de:x3—ﬁ+x =8-4+2-(1-1+1)=6-1soit|I; =5
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Posons f(t) = (4t +1)3, en écrivant u(t) = 4t +1 on a u’(t) = 4 et donc

1 u3+1
43+1

1
f= Zu3 x u’ d’ott on déduit F =
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Iy = d
* J;3x+2 *

1
Posons f(x) = g " écrivant u(x) =3x+2ona u’(x) =3 et donc
1u 1
= —— d’ou on déduit F = -1
f 37 ou on dédui 3 nju|

1 2
Ainsi Iy = [§In|3x+ 2|]
1

2
3
° IS:J xZe* dx
1

En posant u(x) = x>

1 1 1, 5
= gln5—§1n2 soit| I = gln(z)

1 517 14 1 8
Ainsi I5 = [gexs]l = §€8— gel soit| I5 = ¢ 3 ¢
Lo(2x+1)
. 16:f _@xrD) 4y
0 VxZ+x+1
2

En posant u(x) = x

donc F = 2+u

+x+1;0onau’(x)=2x+1etdonc f = "

1
AmﬁI@:PVxZ+x+40:2V§—ZSMt

Ig=2V3-2

fngmo‘oez

8 pts Calculer les intégrales suivantes au moyen d’une intégration par parties suivie d’une seconde s’il le faut :

4 — 2. A f 1 ) u . . .. 1 u
on a u’(x) = 3x~; on reconnait donc la forme 3%'e” quia pour primitive 3¢

14 pocate

gi.:




w [ = flex31nxdx

u(x)=Inx u'(x)= p

3 4

v(x)=x> v(x)= %x

Les fonctions u et v sont dérivables a dérivées continues sur |0;+oo[ donc sur [1;e]; on peut donc faire une
intégration par parties :

On aalors I} = [ X xlnx] J. —x x—dx

Soit I} = [ix xlnx] —j i 3dx.
1 1

1 1 €
I, = ):4 Inx ):4]
! [4 X 16

) 1 1 3¢t +1
Ilzze xlne—ﬁe —[ 14 1n1_161 ] soit I = 616
1
= Izzj xe P dx
0
u(x)=x u'(x) =1
, -2x 1 —2x
v(x)=e v(x)=->e

Les fonctions u et v sont dérivables a dérivées continues sur R donc sur [0;1]; on peut donc faire une intégration
par parties :

1 -2 ! ! 1 —2x
On aalors I = [—Exxe "] - —Ee dx.
0

0
1 Loy

Soit I, = [——xx 6‘2"] +J —e 2 dx.

1 1 1
I, =|-=xx -2x _ 72x]
2 [ 2x e e .

1 1 1 1-3
12 = —56_2 — Ze_ — [O— Z] soit 12 = 46

1 1
= 13:f (x—2)262"dx:J- (x> —dx +4)e* dx
0 0
u(x)=x>-4x+4 u'(x)=2x-4

2x 2x

v(x)=e v(x) = %e

Les fonctions u et v sont dérivables a dérivées continues sur R donc sur [0;1]; on peut donc faire une intégration
par parties :
1

1
On aalors I3 = [E(x2 —4dx+4) x e2*]} —J; 5(2x—4)62x dx.

1 1
Soit Iz = [E(x2 —4x+4)x ez"](l) + J (2 -x)e** dx.
0

v (x) = e v(x)_%er
13:[1( 2—43<+4)><ez] +[l 2-x)e Zx]O jl—lezxdx.
21 12 L 20 2
Iy == [%(x —dx +4)x % +§i2 x)e +A_Leix]é'
I3 __[4_1(2x —8x+8)x +Z(4_2x)62x+zeth1)'
I ——[i(zx —10x+13) x e*]} :er -~ soit
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2 pts Démontrer I'encadrement suivant

2
1gf V1+x4dx<5
1

Pour tout réel x de [1;2]: 1% <x* <2* car x > x* est strictement croissante sur [0; +oo]
2<1+x*<17 en ajoutant 1 de part et d’autre
V2 <Vi+xt<V17 car x — /x est strictement croissante sur [0;+oo[

2 2 2
J- V2dx < J- V1 +x4dx < J‘ V17 dx d’apres la propriété sur intégrales et inégalités (1<2)
1 1 1

2
15\/§sf Vi+xtdx<V17<5
1
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On consideére la suite numérique (J,,) définie, pour tout entier naturel # non nul, par

1
Jn= J t"V1 + tdt.
0
2 pts Démontrer que la suite (J,,) est décroissante. On forme J,.1 —J,, et on étudie son signe.

1 1
Jos1 =T =f t"+1\/1+tdt—j "V1 + tdt
0

0

1
= f "IN 41— "V +tdt
0
1
= J V1 + (- 1)dt
0

On étudie alors le signe de la fonction sous I'intégrale :

Pour tout réel t de [0;1];ona:t" >0, VI+t>0ett—1 <0, en utilisant la régle des signes d’un produit on
obtient : Pour tout réel ¢ de [0;1], t"V1+#(t—1) < 0.

Comme 0 < 1; avec la croissance de I'intégrale, on obtient :

1 1
J t"V1 + t(t—1)dt sf 0dt
0 0
0
0

IN

1
f t"V1 + t(t—1)dt

0
]n+1 _]n

IN

Ainsi on a prouvé que la suite (J,,) est décroissante.
1 pt Justifier que, pour tout ¢ vérifiant 0 <t <1,ona 0 < VI +1 < V2.

Pour toutréel t €[0;1] 0<t<1
1<t+1<2 en ajoutant 1
0<V1<Vt+1<V2 cart> Vtestcroissante sur [0;+00]

0<Vi+1<vV2



V2

n+1’

Pour tout réel t € [0;1] 0<Vi+1<V2
0 < t"VE+1 < V21" en multipliant par t” > 0 sur [0;1]

2 pts En déduire que 0 < J,, <

1 1 1
j 0dt < f t"Vi+1dt< | V2t"dt enintégrantde 041 avec 0<1
0 0 0

tn+1 1
0<J,<V2
n+l],
‘/_ 1n+l
0<]J,<V2 -0
<Ju< (n +1 )
V2
0<J, <
<In< n+1
0.5 pt Que peut-on en conclure pour la suite (J,,)?
V2
0<J, <
<Ins< n+1
Ayant nliIP 0=0 le théoréeme des gendarmes permet de conclure: lim J, =0
—+0o0 n—+o0
. V2
lim =
n—+oo N+ 1
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2 2 2
On considere les intégrales : I = f x?sin® xdx; | == f x*cos® xdx et K = J x? cos(2x)dx
0 0 0

I

Calculer I +]
7 7
I+]= J x%sin®(x)dx + f x? cos?(x)dx
0 0

% % x3 S TC
soit[+] = J- x%(sin?(x) + cos?(x))dx = J x%dx = (=] = =
0 0 3 24

Démontrer que [ -] = -K
: :
I-]= j x? sin®(x)dx — j x? cos?(x)dx
0 0

soit [ +] = f7 x%(sin?(x) — cos?(x))dx = —.[-7 x%(cos?(x) —sin?(x))dx = —J7 x% cos(2x)dx = —K
0 0 0

En effet on sait que cos?(x) —sin?(x) = cos(2x)

Montrer que la fonction F : x %xz sin(2x) — %1 sin(2x) + %xcos(Zx) est une primitive
de la fonction f : x > x? cos(2x) sur R.
Pour établir que F est une primitive de f sur R; il suffit de montrer que F est dérivable sur R et que F'(x) = f(x).
Or F est dérivable sur R, comme somme, et composée de fonctions dérivables sur R.

F(x) = (%x2 - %)sin(Zx) + %xcos(Zx)

F=ab+cd
Ainsi F'=a’b+ba+cdd+d'c

a(x) = %xz - % donc a'(x)=x
si b’(x) = 2cos(2x)



F’'(x) =xsin(2x) (lxz—%)x2cos(2x)+%cos(Zx)+(—25in(2x))><%x

+
= xsin(2x) + !
)

= x%cos(2x

Démontrer que K = —%

2
1.2 1
35X X 2c0s(2x) - g7 X 5 COs

(2x)+ % cos(2x) — xsin(2x)

=[F(x)]g
=F(%)-F(0)
2 .
F(5) =(b(5) -4)sin2(3)
_(1(=)\*_1
—(7(%) 1
= % x (1)
— I
-1
F(0) =0
i
K=-——
4
Déduire des questions précédentes la valeur exacte de I.
i i
C I+]=—,1-]=—
omme [ +] a i 1
LS ¢ U
on a en ajoutant les deux équations : 2] = CY R soit|] = TR




