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Le soin et la rédaction seront pris en compte dans la notation. Faites des phrases claires et précises.

Le baréme est approximatif. La calculatrice en mode examen est autorisée.

AAttention! Le sujet est recto-verso.
4,5 pocnte

ggma‘cel

4.5 pts Soit (u,) une suite définie par uy = 6 et pour tout entier naturel n,u,,; = 3u, - 20.

Démontrons par récurrence sur # la propriété m(n) : « n,u,, = —-4x3"+10.»

# Initialisation :
—4x3%410=-4x1+10=6etuy=6
Donc la propriété est vraie au rang 0.

@ Hérédité : soit k > 0 un entier fixé. On suppose que uy = —4 x 35 + 10.(HR)

=31y +20
=3(-4x35+10)-20 daprés (HR)

= —4x3x3k+30-20
=—4x3k1 110

Ukt

# Conclusion : La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire donc le principe de récurrence s’applique et

donc pour tout entier n, on a « u,; = —4x 3"+ 10 ».

70,5 pocnts

fggzewéae 4
10.5 pts Déterminer la limite des suites suivantes :
Pour tout entier naturel n,A,, = (e™" + 2)(62” + 5)
lim (e™"+2)=2
Par produit lim A, =+
n—+oo

n—+00
lim (62" + 5) = 400

n—+oo
lim A, = +o00
n—+oo

Pour tout entier naturel n, B, = n3—2n?+7

.2 . 7
Comme lim — = lim — = 0
n—+o00 1 H—+0c0 1]
lim 73 =+00
n—+oo
’ )

2
lim [1-—+—

n—+co n n?
lim B, = +oo
n—+oo

Par produit lim B, =+c0
n—+oo



n->5

Pour tout entier naturel n,C,, = -
nc+4
n->5
C =
" n?+4 s
n (1 - —)
_ n
- 4
2 _
n (1 + ") )
5
1-=
_ 14 n
n % 4
1+ ﬁ
1 4 5
Comme lim — = lim — = lim —=0
n—+co 1  Nn—+oo 1 n—+oo N
n—+oo
o . 3e" -1
Pour tout entier naturel n,D,, = ——
= e’ +3
_3e"-1

1\" 1
On remarque alors : e7" = (—) avec — ~0,37.
e

1\" 1

De méme e 2" = —2) car — ~ 0,135.
e e

On utilise alors le résultat suivant :

p 5 ./:;,

- - N
Si-1<g<1,alors nl_l)l’_'l"looq 0

I 1 e 1 .
Comme -1 < — < —<1,ondéduit lim ¢ = lim e 2" =0;
e e n—+00 n—+co
lim D, =0
n—+oo
5"+1
B3 Pour tout entier naturel n,E,, = ———
=] " 3+0,75"

lim (5"+1)=+cocar5>1
oo Par quotient lim E, =+oo
n—+oo
lim 3+0,75"=3car —-1<0,75<1
n—+oo
lim E, = +o0
n—+oo
fggxmo‘ce 3 G,5 pocuts
9.5 pts On considere la suite (u,,) définie pour tout n par :
Ug = 4
" 4u, -1
=
" U, +2



Objectif de I’exercice :On veut démontrer par récurrence que u, > lpour tout n.
4x -1

On consideére la fonction f définie sur [1;+oo[ par : f(x) g

N , ) | u(x) =4x-1
f= ” dou f =~  avecpour tout réel x, dans[1,+oo[.{ V(x) =x+2 Vi(x) =1

Déterminer la dérivée f’de f et déterminer son signe sur [1;+oo[.
f est dérivable comme quotient de deux fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas sur [1;+oo].
{ u'(x) =4
ains

, CA((x+2)-1x(4x—-1)
fio = (x+2)2
_4x+8-4x+1
B 9(x+2)2

(x+2)2
> 0.

Signe de la dérivée : Comme 9>0 et (x +2)? > 0 sur [1;+oo[, on déduit par quotient que 127
x

[Pour tout x € [1;+o0[, on a f'(x) > 0]

En déduire les variations de f sur [1;+oo[.
La dérivée étant strictement positive sur [1;+oo[, la fonction f est strictement croissante sur [1;+oo].

En déduire que si x > 1 alors f(x) > 1.

On déduit le tableau de variations de f sur [1;+oo[ :

X 1 +00
f(x) +
Variations de
f
1
4-1
Z -1

1+2

Comme la fonction f est strictement croissante sur [1;+co[, si x > 1 alors f(x) > f(1). On calcule f(1) =

[Ainsi six>1 alors f(x)> 1. ]

En utilisant les résultats précédents, démontrer par récurrence que pour tout entier naturel non a : u, > 1.

# Initialisation :
ug =4 ainsi uy > 1.
Donc la propriété est vraie au rang 0.
# Hérédité : soit k > 0 un entier fixé. On suppose que uy > 1.(HR)

uper = f(ug)
up>1

flu) > f(1)

dapres (HR)
car f est strictement croissante sur [1;+oo|

U > 1
# Conclusion : La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire donc le principe de récurrence s’applique

et donc pour tout entier n, on a « u, > 1 ».



ggmme4 9 pocute

Sn+1
9 pts Soit la suite (u,,) définie pour n > 0 par : u, = %
n

Calculer le neuviéme terme.
Comme le premier terme de (u,,) est 1, le neuvieme terme est ug

5x8+1 41
=2X0r 1 2 gy
T8 2 T 10
9
Montrer que pour tout entier naturel n > 0, Ona:u”+1_u”:-(n+2)(n+3)
) y _5(n+1)+1 S5n+1
LT T T e 2) 41 n+2

_ 5n+6 5n+1

n+3 n+2
(5n+6)(n+2)—(n+3)(5n+1)

(n+2)(n+3)
52+ 10n+6n+12—(5n?+n+15n+3)
B (n+2)(n+3)
_ 5n?+16n+12-5n>—16n-3
B (n+2)(n+3)
_ 9
~ (n+2)(n+3)
On a donc bien pour tout entier naturel n>1,ona: u U, = 4
& =2 Om A e T = G ) (it 3)
En déduire la monotonie de la suite (u,,)
On étudie le signe de u,,,; — u,, ici n est un entier naturel n > 0, donc n > 0, on a donc :
9>0
9
n+2>0 le quotient de nombres positif est positif, donc ————>0
(n+2)(n+3)
n+3>0

[Ayant pour tout entier n > 1; u, 1 —u, >0, la suite est donc strictement croissante.J

Montrer que la suite est majorée par 5.
On doit prouver que pour tout entier # > 0 on a : u, > 5. On forme u, — 5 et on montre que cette quantité est
négative.
Sn+1
u,—-5 = -5
n+2
_5n+1 5(n+2)
Con+2  n+2
_5n+1-51n-10
B n+2

-9<0etn+2>0dor1cn

<0, ce qui prouve u, —5< 0 et donc:

[la suite (u,) est majorée par 5.]




ggmmeﬁ 70 pocnts

10 pts Un protocole de traitement d’'une maladie, chez I’enfant, comporte une perfusion longue durée d’'un médicament
adapté. La concentration dans le sang du médicament au cours du temps est modélisée par la fonction C définie sur
I'intervalle [0 ; +oo[ par:

ou
* C désigne la concentration du médicament dans le sang, exprimée en micromole par litre,
* tle temps écoulé depuis le début de la perfusion, exprimé en heure,
* d le débit de la perfusion, exprimé en micromole par heure,
* g un parametre réel strictement positif, appelé clairance, exprimé en litre par heure.

Le parameétre a est spécifique a chaque patient.

En médecine, on appelle « plateau » la limite en +oo de la fonction C.

Partie A : étude d’un cas particulier

La clairance a d’un certain patient vaut 7, et on choisit un débit d égal a 84.
Dans cette partie, la fonction C est donc définie sur [0 ; +oo[ par :

C(t)=12(1—e—%f).

Calculer C’(t).

7
La fonction C est dérivable sur R et C’(t) = 12(0 - (—%)e_%t)

21
[C’(t) = e wl> o]
20

Etudier le sens de variation de la fonction C sur [0 ; +oo].

. . , . L A 21 .
La fonction exponentielle étant strictement positive sur R, donc e %' > 0 et 20 > 0, par produit C’(¢) > 0 sur
[0; 4oo].

[donc la fonction C est strictement croissante sur [0 ; +oo]. J

Partie B : étude de fonctions

Soit f la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par :

f(x)= E(1 —e_%").

X
, , , 105g(x) . ) o
Démontrer que, pour tout réel x de |0 ; +oo, f'(x)= — 5 —,ougest la fonction définie sur [0 ; +oo[ par:
3
g(x) = de—%x e 051,
La fonction f est dérivable sur |0 ; +oo[ comme produit de fonctions dérivables et
, _ 1 _3.\ 105 3 3,
f(x) = 105(—;)x(1 —emwY)+ — x(O—(—4—Oe 0 ))

_ 10 14+e @054 2ot

) 1)625 40 3

= —f(x) ou g est la fonction définie sur [0 ; +oo[ par g(x) = 4—ge_4%x te d0r -1,

X



On donne le tableau de variation de la fonction g :

Variations de
8

En déduire le sens de variation de la fonction f.

# On étudie le signe de la dérivée de f, pour cela il nous faut étudier le signe de g qui se déduit de son tableau
de variation :

X 0 +00
g'(x) 0 -
0

Variations de
8

-1
Signe de g(x) 0 -
# On en déduit le signe de f”(x) :
X 0 +00
signe de 105 +
signe de g(x) 0 -
signe de x? 0 +

signe de f’(x) -

# Ayant f’(x) <0 sur [0; +oo[, on déduit que :

[la fonction f est strictement décroissante sur ]0; +oo[. J

On ne demande pas les limites de la fonction f.

Montrer que I’équation f(x) = 5,9 admet une unique solution sur l'intervalle [1; 80].
On déduit le tableau de variations de f sur [1; 80]:

fl(x) -

Variations de \
f

f(80)




f(1)=105(1 —e-%)z7,59 et £(80) = %(1 —e%)~1,31.

D’apreés le théoréme de la bijection :

# f est une fonction dérivable (donc continue) sur I’ intervalle [1; 80].
# f est strictement décroissante sur 1’ intervalle [1; 80].

3 105 _6
# f(1)=105(1-e"0)~7,59 etf(SO):%(l—e )~1,31.
# f réalise donc une bijection de [1; 80] sur [f(80); f(1)]
5,9 est compris entre f (1) et f (80), en effet f (1) > 5,9 et f(80)< 5,9

donc I’équation f(x) = 5,9 a une racine unique a dans [1; 80].

En déduire que cette équation admet une unique solution sur l'intervalle |0 ; +oo[.

sl

3k f étant strictement décroissante sur |0 ; +oo[, si x > 80 alors f(x) < f(80) <5,9.
Donc I’équation f(x) = 5,9 n’a pas de solution sur ]80;+oo[.

%% f étant strictement décroissante sur |0 ; +oo[, si x <1 alors f(x)> f(1)>5,9.
Donc I’équation f(x) = 5,9 na pas de solution sur ]0; 1.

[Ainsi I’équation f(x) = 5,9 admet une unique solution sur l'intervalle |0 ; +oo|. ]

Donner une valeur approchée de cette solution au dixieme preés.
La calculatrice donne f(8)~5,92>5,9 et f(9)~5,73<5,9,donc8<a <9;

f(8,1)~5,902>5,9¢et f(8,2)~5,882<5,9,donc 8,1 <a <8§,2.

[On a donc au dixieme preés a = 8, 1.]




