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Le soin et la rédaction seront pris en compte dans la notation. Faites des phrases claires et précises.

AAttention! Le sujet est recto-verso.

e Srercice 1

Soit les matrices A =

5 2 1 -1 0
0 3 4letB=|2 -3
1 -1 2 4 2

Justifier que le produit AB est possible.

Le produit AB est possible car le nombre de colonnes de la matrice A est égale au nombre de lignes de la matrice
B.

Une matrice (3;3) par une matrice (3;2) donne une (3;2)

= 22 -1
5 0+3+4
5 —4
={2 -3
4 7

o ESrercice 2

. . 2 1 . . . N e
On souhaite montrer que la matrice A = (3 0) est inversible et calculer son inverse de deux maniéres différentes :

Premiere méthode :
Calculer det(A) et en déduire que A est inversible.

det(A):‘é (1)

Comme det(A) # 0, on déduit que A est inversible.

Calculer A~! en détaillant les étapes.
On utilise le résultat suivant :

., [a b . a1
SIA—(C d)et51det(A)¢0alorsA _ad—bc(

1{0 -1 o 1
. -1 _ _ 3

=2x0-3x1=-3

d -b
- a




Deuxieme méthode :

Montrer qu’il existe deux entiers & et f, tels que A2 = @A + I, ou I, est la matrice identité.

B )

-OnremarquequeAZ:(Z ;):(g §)+(3 O):Z(Z 1)+3(1 0):2A+3[2

En déduire que A est inversible et déterminer A1

A2=2A+3], = A?-2A=3I,
— A(A—ZIQ) = 312
1
— AXg(A—ZIz):IZ

1
On montre de méme que §(A -2L)xA=1,

1 1
3 3

1 1((2 1 2 0 1
oo 31 9

1
[On a donc A x g(A —2I,) = =(A-2I,)x A =1,, donc A est inversible et A™' = —(A - 2I,) ]

o Erercice 5

On considere le systéme (S) suivant :

5x __
Y=
-2x+3y=10

-2 3
est équivalent a 1’égalité AX = B.

-1 . Ny . . s
En posant A = ( > ), X = (;) et B une matrice 2 x 1 a déterminer, montrer soigneusement que le systeme (S)

I1 suffit de remarquer queAX:(5 —1)(x):( 5x-vp )

-2 3 /\y —2x+3y
5x 17
() N
—-2x+3y=10

—_—
|
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g
+ |
w <
<
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17
ou B = 2
10

Calculer A~! 4 'aide de la calculatrice.

1(3 1
On obtient A™1 = —
13{2 5



Montrer que X = A™!B.

AX=B = A'AX=A"'B enmultipliant & gauche par A~
— LX=A"'B

— X=A"'B
En déduire la résolution de (S).
17
3 1)f-—
X=A""B &= X=— 2
1312 5 10
7
1 3><(——)+1><10
— X=— 27
13 2x(—7)+5x10
31 31
1 (22 22
= X=—| 2 |= 3236
13| 5 33
13

o Erercice ¢

. 3 2 1 0 1 1
OndonnelesmatrlcesA—(2 3),1_(0 1)et]_(1 1)

Calculer J? et J3 . En déduire une relation simple entre /" et ], pour tout n, entier naturel.

> (1 1\(1 1\ (2 2
Jm= 1 1)\t 1) \2 2
JP=]*x]=2]x]=2]*=2x2] =4] =2%]

D’une fagon générale, on montre avec une récurrence évidente J" = an-ly,

Exprimer A, A? et A3 en fonction de [ et J.
3 2 2 2 1 0
A_(2 3)_(2 2)+(0 1),doncA—I+2]
A2=(2J+ 1) =(J+1)2J+1)=4]>+2] + 2] +1 =4x 2] + 4]+ =12] +1

A=A’ xA=(12]+1) (2] +1)=24]>+12] + 2] +] =48] + 14] + =1 + 62]

(A2=12]+TetA=62] +1)

Montrer pour tout n entier naturel que A" =1+ 5’7_1]

2z . 7z n_
Montrons par récurrence sur # la propriété m(n): « A" =1 + 2 > L.

#  Initialisation :
0 59-1
AV =Tetl+35 ) =1
Donc la propriété est vraie au rang 0.



@ Hérédité : soit k > 0 un entier fixé. On suppose que AF =T + 5kT’l].(HR)

AR = AR x A
:( 5—1]) (2] +1) d’aprés (HR) et A= 2] +1
— o414 3L L x 272+ 2—1]
=2+ 1+ (55 -1)2))+ 35 carP=2)
(2+2><5k 2432 ‘1)]+I
:(4X—25k+5k7‘1)]+1

k_
:5><52 1]-‘1—1

_ gk+l1_1
- 2

J+1I

# Conclusion : La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire donc le principe de récurrence s’applique
et donc pour tout entier n, ona A" = ]

Erverncice 5 Bouuws

On donne la matrice A =

-5 2 8
4 -3 -8
-4 2 7

Calculer A2. Que peut-on dire de la matrice A?
-5 2 8)\(-5 2 8 1 00

A’=|4 -3 —8][4 -3 —8]:[0 1 o]
-4 2 7)\-4 2 7 0 0 1

[On A? =I5, donc A est sa propre matrice inverse !]

-1 1
En déduire la matrice X telle que AX = 3 2
4 5
-1 1 -1
AX=|3 2| e AX=A|3 2 en multipliant & gauche par A
4 5 4 5

-5 2 8})(-1 1
— LX=|14 -3 83 2
-4 2 7J\4 5
5+46+32 -5+4+40
— X=|-4-9-32 4-6-40
4+6+28 -4+4+35

43 39
— X=|-45 -42
38 35



43 39
X=|-45 -42
38 35




