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Le soin et la rédaction seront pris en compte dans la notation. Faites des phrases claires et précises.

(/(7 Présentation : 2 points

e Srercice 1

On consideére les suites et définies pour tout entier n naturel par :
Uppy = 6uy—vy

Uy = 0 ; VU= 1 ;
Vppl = Uy t+4v,

On définit la suite de matrices (Xn) par la relation Xn:(Z")

n

a. Déterminer la matrice A telle que pour tout entier naturel  , on ait :

Xn1 = A-Xy
Unyl 61, —vy ”n+1): 6 -1 ”n)
Un+l Uy + 4Vn Un+l 1 4 Un
b. Démontrer par récurrence la relation suivante pour tout entier naturel n :

X, = A™X,.

* Initialisation : comme A® = I,; et A°X, = I, X = X ; ainsi la propriété est vraie au rang 0.

e Transmission de I’hérédité :
soit k > 0, on suppose que X; = AKX, ; on doit prouver que la propriété est vraie au rang k + 1 ; c’est-a-
dire : Xi,q = AF1X,

X1 =AXg
= A-A*X, d’aprés HR
— Ak+1X0
* Conclusion : On a donc vérifié que la propriété est vraie au rang 0 et qu’il y a transmission de ’hérédité;
le théoreme de récurrence s’appliquant, on a pour tout n >0, X, = A"X,

a. Déterminer la matrice J telle que A =51 +] ou I est la matrice identité d’ ordre 2.
6 -1 5 0 1 -1
A_51+](:>]_A—SI_(1 4)—(0 5)_(1 _1)
b. Calculer J? puis A2 .
]2_1 -1}{1 -1\ (1-1 -1+1} (0 O
“\1 -1/\1 -1/ \1-1 -1+1/7\0 O
A%? = (51+])-(51+])
=5[-5[+5]-J+]-5+]?

=25I+5]+5]
=25I+10]



0 0 35 -10
J? = et A2 =
0 0 10 15

Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, on a: A" = n5"71J + 5"].

o Initialisation : comme Al = A; et
1 x5+ 5T =]+ 51 = A; ainsi la propriété est vraie au rang 1.

e Transmission de ’hérédité :

soit k > 1, on suppose que A* = k5571] + 55T ; on doit prouver que la propriété est vraie au rang k + 1; c’est-
a-dire : AF = k5K717 4 57

ARl = Ak A
= (k5517 + 5’<1) -(J +5I) d’aprés HR
= k5%1J2 4+ k5k-1] .51 + 5K . ] + 5k . 51
= k551 x 5] + 5K + 5Kk x 51
= k5K x J + 5K] + 5k+1]
= (k+1)5% x J+ 511

* Conclusion : On a donc vérifié que la propriété est vraie au rang 1 et qu’il y a transmission de I’hérédité; le
théoréme de récurrence s’appliquant, on a pour tout n> 1, A" = n5""1] + 5"]

Exprimer u, et v, en fonction de n.
On a montré X, = A"X, et A" =n5""1] +5"].

A" =n5"1]+5"]

1 -1 10
=n5""1 +5"
1 -1 01
n5"t —p5nl) (570
= +
[n5"1 —n5"1] [0 5"]
(5" +m5mt —nsnt
- n5n-1 51 _ p5n-1

On a ainsi :
Xn = [un] =A"Xp
n
(5" +n5t -5 (0
- n5n-1 51 _pu51-1]{1
—HSn_l
57— st

u, =-n5""1etv,=5"-n5""1,
[ )

o ESrercice 2

Démontrer que : « n nest pas multiple de 5 . »est équivalent a « n* — 1 est multiple de 5. »



* Supposons que # n'est pas un multiple de 5 :
On pose la division euclidienne de n par 5, alors n =5k +rou 0 <r <5.
Si « n n'est pas multiple de 5 . »alors n =5k+roul <r<5:
de 'egalité n = 5k + r, on déduit n = r[5];
n=---[5] 0|1(2]3]4
nf=..5] [ofl1]1]1]1
n*-1=---[5][4|0]0]0]0
D’apreés ce tableau de congruence, si n n'est pas un multiple de 5, alors n* — 1 = 0[5], ce qui prouve que
«n*—1 est multiple de 5. »

* Deuxieme étape :
On suppose que n* — 1 est un multiple de 5.
Prouvons que « n n’est pas multiple de 5. »

on fait un raisonnement par l’absurde : Supposons que 7 est un multilpe de 5 alors n = 0[5] d’ou on déduit
n* = 04[5] donc n* — 1 = ~1[5]; ceci contredit "hypothése « n* — 1 est multiple de 5. »; et donc fournit la
conclusion.

Vérifier que :

a. 3 et 3° ont le méme chiffre des unités.
Pour cela, on montre que 3 et 3% sont congrus modulo 10. 32 =9 et 9 = —-1[10] donc 3% = ~1[10],
puis 3% = (=1)?[10] d’ott 3* = 1[10], puis en multipliant par 3 : 35 = 3[10].

[Comme 3% =3[10], 3 et 3° ont le méme chiffre des unités.]

b. 72 et 7° ont le méme chiffre des unités. 72 = 49 et 49 = —1[10] donc 7% = —1[10],
puis 7¢ = (-1)>[10] d’ot1 76 = —~1[10], et on a montré 72 = —1[10].

[Comme 76 =72[10], 7° et 72 ont le méme chiffre des unités.]

c. 28 et 212 ont le méme chiffre des unités.
28 =256 et 212 = 4096

[28 et 212 ont le méme chiffre des unités qui est 6.]

d. 43 et 47 ont le méme chiffre des unités.
43 =64 et 4’ =16384

[43 et 47 ont le méme chiffre des unités qui est 4.]

Soient a et b deux entiers naturels. Traduire en termes de congruence la propriété : « a et b ont le méme chiffre
des unités. »

[« a et b ont le méme chiffre des unités. »ssi a = b[10] ]

Soit n € N et p € N* Démontrer que nP** et n? ont le méme chiffre des unités.
Tout d’abord remarquons que d’apreés le 3 on doit établir que nP** = nP[10].

P4 =pP[10] = nP**—nP = 0[10]
— np(n4—1)50[10]

On procede alors par disjonction de cas :
* Premier cas n nest pas un multiple de 5 : d’aprés la question 1° n* — 1 est multiple de 5.
On fait une discussion suivant la parité de n



O n est pair:
dans ce cas n est multiple de 2, donc n = 0[2] puis nP = 0[2], il existe donc un entier s tel que n? = 2s.

Par ailleurs (n4 - 1) = 0[5], il existe donc un entier r tel que n* -1 = 5r.

np(n4—l):2s><5r:10r5

On a donc n? (n4 - 1) = 0[10]

U n est impair :
Comme 7 est impair , on déduit n = 1[2], puis #* = 1[2], et donc n* — 1 = 0[2], il existe donc un entier s
tel que n* -1 = 2s.
Par ailleurs #* — 1 est multiple de 5, n* — 1 est divisible par 2 et par 5 donc de 10.
On a donc (n4 - 1) = 0[10] puis On a donc n? (n4 - 1) = 0[10]

* Deuxieme cas # est un multiple de 5 : On fait une discussion suivant la parité de n

O n est pair :
dans ce cas n est multiple de 2 et de 5, donc de 10, car 2 et 10 sont premiers entre eux.
il en est de méme pour nP donc pour n? (n4 - 1) .
On a donc n? (n4 - 1) = 0[10]

O n est impair :
Comme 7 est impair , on déduit n = 1[2], puis n* = 1[2], et donc n* — 1 = 0[2], il existe donc un entier s
tel que n* —1 = 2s.
Par ailleurs n* — 1 est multiple de 5, n* — 1 est divisible par 2 et par 5 donc de 10.
On a donc (n4 - 1) = 0[10] puis On a donc n” (n4 - 1) =0[10]

e Srercice S

Résolution dans N
On cherche a résoudre dans N, 1?équation (E) d ?inconnue a : a2 +9 =240

Montrer que si a est solution de (E), alors a est impair.

On s’intéresse aux restes des divisions par 8 de a® , a étant impair.
a=---[8 |1 3|57
a’=---[8]

Que pouvez-vous dire du reste de a® + 9 dans la division par 8?

Recopier et compléter le tableau de congruence suivant :

En déduire que I’équation (E) n’a pas de solution.



