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Sur I’en-téte de votre copie, précisez clairement et distinctement :
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» votre classe : Terminale S1 ou Terminale S2 ou ...

Avant de composer, le candidat s’assurera que le sujet comporte bien 5 pages.

Aucun document n’est autorisé. L'usage de la calculatrice est autorisé.



Exercice 1

Commun a tous les candidats 5 points

Les parties A et B de cet exercice sont indépendantes.

Une entreprise fabrique des billes en bois sphériques grace a deux machines de production A et B. L'entreprise considere qu’une
bille peut étre vendue uniquement lorsque son diameétre est compris entre 0,9 cm et 1,1 cm.

Partie A

Une étude du fonctionnement des machines a permis d’établir les résultats suivants :

e 96 % de la production journaliére est vendable.

e Lamachine A fournit 60 % de la production journaliére.

e La proportion de billes vendables parmi la production de la machine A est 98 %.
On choisit une bille au hasard dans la production d’un jour donné. On définit les événements suivants :
A : «labille a été fabriquée par la machine A »;

B : «la bille a été fabriquée par la machine B »;
V : «la bille est vendable ».

Déterminer la probabilité que la bille choisie soit vendable et provienne de la machine A.
Ona P(A)=0,6et P4(V)=0,98
Donc P(ANV) = P(A)x Py(V) = 0,6x 0,98 = 0, 588.

[P(A nV)=0, 588]

Justifier que P(BN V) = 0,372 et en déduire la probabilité que la bille choisie soit vendable sachant qu’elle provient de la
machine B.
D’apres la formule des probabilités totales on a :

P(V) =P(ANV)+P(BNYV)
0,96 =0,588+P(BNV)

[Donc P(BNV)=0,96-0,588 = 0,372. ]

Un technicien affirme que 70 % des billes non vendables proviennent de la machine B.

A-t-il raison?

P(VNB)
P(V)
On sait que P(V) =1-P(V)=0,04.

On veut calculer P((B) =

P(VNB) 0,372
P(B) 0,4

Puisque P(VNB)=0,372 et P(B) = 0,4 alors Pg(V) = =0,93.

Ainsi Pg(V)=1-0,93=0,07.
Donc P(V N B)=Ps(V)xP(B)=0,07x 0,4 =0,028.
P(VOB) 0,028

p(v) 0,04 =0.7.

Par conséquent P(+(B) =

[Le technicien a donc raison ]

Partie B

Les billes vendables passent ensuite dans une machine qui les teinte de maniere aléatoire et équiprobable en blanc, noir, bleu, jaune
ou rouge. Aprés avoir été mélangées, les billes sont conditionnées en sachets. La quantité produite est suffisamment importante
pour que le remplissage d’un sachet puisse étre assimilé a un tirage successif avec remise de billes dans la production journaliére.
Une étude de consommation montre que les enfants sont particulierement attirés par les billes de couleur noire.



Dans cette question seulement, les sachets sont tous composés de 40 billes.
a. Soit X la variable aléatoire qui compte le nombre de billes noires dans un sachet. Montrer que X suit une loi binomiale

dont on précisera les parametres. 1 y a 40 tirages aléatoires, indépendants avec remise.
A chaque tirage, il y a deux issues N «La bille tirée est noire » et N.

De plus P(N) = = =0,2 (il y a équiprobabilité des couleurs lors de la teinte).

al| =

)

Donc X suit la loi binomiale de parametres n =40et p =0, 2. ]

b. On choisit au hasard un sachet de billes. Déterminer la probabilité que le sachet choisi contienne exactement 10 billes
noires. On arrondira le résultat a 1073,

40
Ainsi P(X =10) = (1O)>< 0,219x0,83% ~ 0,107.

(2nd] [DSTR] [A] [bivortepy] [40] [ ] [07] [ | d-

binomFdp(40,0.2, 10) 0.107 Ceci calcule P(X

Te cas oli X suit la loi binomiale B(40,0.2))
C. Calculer P(10< X <15).
On remarque que:
P(10<X<15) =P(X<15)-P(X<9)
~0,997-0,732

~ 0,265
- Wﬁﬂ bmomFRep; [40 [' j .

b1n0mFRep(40 0. 2, 15) = 0, 997 Ceci ca Cule P(X < 15) dans le cas ou X suit la loi binomiale
B(10,0.2)

)

P(10< X <15)~ 0,265]

Bonus

Si l'entreprise souhaite que la probabilité d’obtenir au moins une bille noire dans un sachet soit supérieure ou égale a 99 %,
quel nombre minimal de billes chaque sachet doit-il contenir pour atteindre cet objectif?

On appelle X’ la variable aléatoire comptant le nombre billes noires parmi n boules tirées.

Pour les mémes raisons qu’a la question B.1.a X’ suit la loi binomiale de parametres n et p =0, 2.

On veut obtenir :

P(X’>1)>0,99 —P(X’=0)>0,99
—P(X’ =0) > -0,01
P(X’=0)< 0,01

0,8" < 0,01

100 mg

Il faut donc que les sachets contiennent au moins 21 billes pour que la probabilité d’obtenir au
moins une bille noire dans le sachet soit supérieure a 0, 99.

Exercice 2

Commun a tous les candidats 5 points

On considére dans I'ensemble des nombres complexes I’équation (E) a I'inconnue z :



a. Montrer que le nombre —2i est une solution de I’équation (E).
2 +(-2V3+2i)2° + (4-4iV3)z+8i=0 (E).
(<21) + (=2V3 + 2i) x (~2i)% + (4 - 4iV3) x (-2i) + 8i
= 8i+(-2V3+2i) x (—4) + (4 - 4iV3) x (-2i) + 8
=8i+8V3-8i-8i-8V3+8i=[0]

[—21 est donc bien une solution de I’équation (E)}

b. Vérifier que, pour tout nombre complexe z, on a :

22 +(-2V3+2i)2° + (4 - 4iV3)z+ 8i = (z+2i) (2> - 23z + 4).

Pour tout ze C,

(z+ 21')(22 —2v3z+ 4) =23 — 2322 + 4z + 2iz% — 4+/3iz + 8i

:z3+(—2\/§+ 2i)zz+(4—4i\/§)z+8i

[Donc RS (—2\/§+ 2i)z2 + (4—4i\/§)z+ 8i=(z+ 21')(22 —2V3z+ 4)]

C. Résoudre ’équation (E) dans ’ensemble des nombres complexes.

Dans C, un produit de facteurs est nul si, et seulement si, un I’'un des facteurs est nul.
Ona:
e z+2i=0doncz; =-2i
o 72— 2\/52 +4=0
A=(-2V3)>-4x4=12-16 = -4 < 0; I"équation a deux solutions complexes conjuguées.
_2V3-(2i) _ V3

Z) 7 =V3-ietz;=z; =V3+i

[L’ensemble des solutions de (E) est: | S = {-2i; V3-i; V3+ i} ]

Dans la suite, on se place dans le plan muni d’un repere orthonormé direct d’origine O.
On consideére les points A, B, C d’affixes respectives —2i, V3 +iet V3-i.

a. Montrer que A, B et C appartiennent a un méme cercle de centre O dont on déterminera le rayon.

Ona|21|:2;|22|:\/\/§2+12:\/Z:Zet|z3|:|5|:2donc’OA:OB:OC:2‘.

[A, B et C appartiennent au cercle de centre O et de rayon 2.}

b. Placer ces points sur une figure que l’on complétera par la suite.
Voir la figure en fin d’exercice.

c. On note D le milieu du segment [OB]. Déterminer l’affixe z; du point L tel que AODL soit un
parallélogramme.

AODL est un parallélogramme <<= OA=DL
& Zp—2Zp0 =21 —Z2Zp

— Z[ =Zpt+Zp



Or D est le milieu de [OB]; donc zp = %(zo +2p) = %ZB

V3 1. V3 3
2

+El: 7—51.

o 1 '
AlnSIZL:ZA"‘ZD:ZA+§ZB:—21+

zr, i

N W

"2

On rappelle que, dans un repére orthonormé du plan, deux vecteurs de coordonnées respectives (x ; y) et (x” ; y’) sont
orthogonaux si et seulement si xx’ +yy’ = 0.
a. Soit ¥ et ¥V deux vecteurs du plan, d’affixes respectives z et z’.
Montrer que % et ¥ sont orthogonaux si et seulement si zz’ est un imaginaire pur.

27/ = (x +iy) (¥’ —iy’) = xx’ + yy’ +i(x"y — xy’).
U et ¥ sont orthogonaux <= xx'+yy’ =0
& Re (z?) =0

& zz’est un imaginaire pur.

—_—
b. A l'aide de la question 3. a., démontrer que le triangle AOL est rectangle en L. L'affixe du vecteur OL est z =

V3 3.

— — =i

2 2
— 3 3 3 1
Celle du vecteur AL est 2/ =z; —z4 = g - §i+ 2i= g + Ei'
— (V3 3\(V3 1 3 V3. 3V3, 3
(YB3 NY3_L)_3_ N3, 3V3. 3 micem
Alors.zz_(2 21 5 2) 2 41 41 1 V3ieciR

— —
Les vecteurs OL et AL donc donc orthogonaux;

[le triangle AOL est bien rectangle en L.]

Figure :
2
B
y @
D
]
2 N7 0 1 2 3
o}
-1 o
d=90° G
b L
=5
A
Exercice 3
Commun a tous les candidats 1 point

Pour chacune des affirmations proposées, indiquer si elle est VRAIE ou FAUSSE et justifier cette réponse.



Une réponse non justifiée ne sera pas prise en compte.

Soit la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par

Uug = 14
Upt1l = 2Uy—>5.

Soit la suite (t,,) définie pour tout entier naturel n par

ty, =uy —5.

Affirmation A : La suite (#,) est une suite géométrique.

the1 = Upep =3
=2u,-5-5
=2(u,—-5)
=2t,

Ainsi pour tout entier naturel n, on a t,,,1 = 2t,

[La suite (t,) est une suite géométrique de raison 2. L'affirmation A est vraie. ]

Affirmation B : Pour tout entier naturel n,

1, =9x2"+5.

Comme ¢, = u,, — 5, on déduit u,, = t,, + 5.
La suite (t,) est une suite géométrique de raison 2, donc t,, = g" x ty = 2" x (ug—5) =9 x 2".

[Pour tout entier naturel n, u,, = 9 x 2" + 5. L’affirmation B est Vraie.]




Exercice 4

Commun a tous les candidats 4 points

La vasopressine est une hormone favorisant la réabsorption de I’eau par l'organisme.

Le taux de vasopressine dans le sang est considéré normal s’il est inférieur a 2,5 pg/mL.
Cette hormone est sécrétée des que le volume sanguin diminue. En particulier, il y a production de vasopressine suite a une
hémorragie.

On utilisera dans la suite la modélisation suivante :

1
f(t)=3te 2" +2 avec t >0,

ou f(t) représente le taux de vasopressine (en yg/mL) dans le sang en fonction du temps t (en minutes) écoulé apres le début d’une
hémorragie.

a. Quel est le taux de vasopressine dans le sang a 'instant ¢t = 0?
1
Onae *=1,donc f(0)=3x0x1+2=0+2=2.

[Le taux de vasopressine dans le sang a I'instant t = 0 est de 2 ug/mL. ]

b. Justifier que douze secondes aprés une hémorragie, le taux de vasopressine dans le sang n’est pas normal.

12 1
OnalZs:azgzo,Z(min).

On calcule £(0,2) =3x0,2e"#02 4+ 2= 0,605 + 2 ~ 2+ 0,57 ~ 2,57.

[Ce taux est supérieur a 2,5, donc anormal.]

C. Déterminer la limite de la fonction f en +co. Interpréter ce résultat.
J) _ 1, -1t
On écrit f(t)=-12x (—Zte 1 )+ 2
. 1 _
lim (-zt)=-oc0

t—+oo , ; 1L o —iifs .

. .. . ar composée lim -—zte 3" =0, donc finalement :
Thm Texp(T) =0 Limite de référence P p t>+o0 4 ’

——00

[tlim f(t) = 2. Cela signifie qu’a terme le taux de vasopressine va se stabiliser a 2 yg/mL.]
—+00

On admet que la fonction f est dérivable sur [0 ; +oof.
Vérifier que pour tout nombre réel ¢ positif,

Fi)= (- ek
f somme et produit de fonctions dérivable sur [0 ; +oo[ est dérivable sur cet intervalle et

u(t) =3t u'(t) =3
f =uv+2,dou f' = u'v+v’u avec pour tout réel t, dans [0 ; +oof : { ((t)) 1y ainsi : { (( )
v(t) =e v

1
f(t) :3e‘%t+3tx(—z)e‘%t
_1y 3 )
= S
¢ (3 1
—3e‘%t(1—lt)
- 4

= Z(4—t)e*it

[On a donc bien f'(t) = 2(4 - t)e‘it]




a. Etudier le sens de variation de f sur I'intervalle [0 ; +co[ et dresser le tableau de variations de la fonction f (en incluant

la limite en +o0 ).

On sait que quel que soit le réel ¢, ei'>0;le signe de f’(t) est donc celuide 4 —¢ :
e 4-t>0 < 4>t;

o 4-t>0 & 4<t;

o 4-t=0 4=t

Conclusion : la fonction f est

e croissante sur [0; 4] de f(0)=2a f(4) =3 de 44+ 2=2+12e7! ~6,41;

e décroissante sur [4; +oo[ de f(4)~ 6,41 a tl—i>I-Poof(t) =

On déduit le tableau de variations de f sur [0 ; +oo] :

t 0 4 +00
f(t) + 0 -
o 2+12e7!
Variations de
2 2

b. A quel instant le taux de vasopressine est-il maximal?
La fonction étant croissante sur [0; 4] de f(0) = 2 a f(4) = 6,41 puis décroissante sur [4 ; +oof,
f(4)=2+12e! ~ 6,41 est le maximum de la fonction sur [0 ; +oco].

Quel est alors ce taux? On en donnera une valeur approchée a 1072 preés.

Le taux de vasopressine est maximal au bout de 4 minutes. Le maximum de ce taux est environ
6,41 pg/mL.

Démontrer qu’il existe une unique valeur ty appartenant a [0; 4] telle que f (tg) = 2,5.

D’apres le théoreme de la bijection :

# f est une fonction dérivable (donc continue) sur I’ intervalle I = [0 ; 4].
# f est strictement croissante sur 1" intervalle I = [0 ; 4].

# f(0)=2et f(4)=2+12e"!

# f réalise donc une bijection de [0;2] sur [2;2 + 12e‘1]

2,5 est compris entre f (0) et f(2), en effet f (0) <2,5et f(4)>2,5
donc I’équation f(t) = 2,5 a une racine unique a dans [0 ; 4] .

La calculatrice donne :

f(0)=2et f(1)~4,33,donc 0<ty<1;

f(0,1)= 2,29 et f(0,2)~ 2,57, donc 0,1 <t;<0,2;
(0,17)~ 2,49 et f(0,18)~ 2,52, donc 0,17 < t; < 0,18;
(

f
£(0,174)~ 2,499 et f(0,175)~ 2,503, donc 0,174 < t; < 0,175.

[0, 174 est donc une valeur approchée de to.}

On admet qu’il existe une unique valeur t] appartenant a [4 ; +oo[ vérifiant f (t1) = 2,5.
On donne une valeur approchée de t; d 1073 prés : t; ~ 18,930.



Déterminer pendant combien de temps, chez une personne victime d’une hémorragie, le taux de vasopressine reste supérieur
a 2,5 pug/mL dans le sang.
Sur l'intervalle [t ; 4], la fonction f est croissante, donc sur cet intervalle f(t) > f(ty) = 2,5 et sur
I'intervalle [4 ; t;] la fonction est décroissante donc sur cet intervalle
f()=f(t)=25.

On a donc f(t) > 2,5 sur 'intervalle |t ; ;[ ce qui signifie que :

[le taux de vasopressine sera anormal pendant t; — 5~ 18,93 - 0,175 soit environ 18,755 min soit 18 min 45 s.]




Exercice 5
Candidats ayant suivi I’enseignement de spécialité 5 points

Les trois parties de cet exercice sont indépendantes

Partie A : puissance d’une matrice

Soit 2 un nombre réel donné.
On considére la matrice :

1 0 a
M=|0 1 0
0 0 1

On note I3 la matrice identité d’ordre 3.
Déterminer la matrice A telle que M = I3 + A, et justifier que A? est une matrice nulle.

0 0 a

DeM=I3+AondéduitA=M-I3=({0 0 O
0 00
e

On montre que A est la matrice nulle en effectuant le produit matriciel :

0 0 a}(0 0 a
M? =|0 0 Offo 0 0
0 0 0JIO 0 O
0+0+0 0+0+0 Oxa+0+ax0
= 0 0 0
0 0 0
0 0O
=10 0 O
0 0O
Calculer M2 puis M3.
e Méthode 1 :
1 0 alfl 0 a
M? =[o 1 offo 1 0
0 0 1Jl0 0 1
1+0+0 0+0+0 a+0+a
= 0 1 0
0 0 1
1 0 2a
= 1 0
0
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M3 =M?xM
1 0 2alfl 0 a
=10 1 O0}Jj0 1 O
0 0 1)i0 0 1
1+0+0 0+0+0 a+0+2a
= 0 1 0
0 1
3a

oS = O O

* Méthode 2:
M? =(A+I)?

=(A+L)(A+15)
=A’+A+A+];
=I;+2A
1 0 2a
={0 1 0
0 0 1
De méme
M3 =M?xM
=(I3+2A)(I3+A)
=I3+A+2A+2A2
=13+3A
1 0 3a
01 0
0 0 1

Démontrer que, pour tout entier naturel non nul n,

1 0 na
M*'=10 1 0

0 0 1

=
Q

»

o = O

1
Notos I1(n) :« M" =10
0

—_ O

e Intialisation :

1 0 a 1 0 1xa
0 0 1 0 O 1

Ainsi I'1(1) est vraie.

11



1 0 ka
* Hérédité : Soit k > 1 un entier fixé. On suppose que MK =|0 1 0
0 0 1
Mk+1 :MkXM
1 0 kal(1 0 a
=01 0O 1 O
0 0 1J10 0 1
1+0+0 0+0+0 a+0+ka
= 0 1 0
0 0 1
1 0 (k+1)a
=10 1 0
0 0 1

La propriété [1(n) est donc héréditaire.
* Conclusion :
- TI(1) est vraie.
- Pour un entier k > 1; I'l(k) vraie entraine ['I(k + 1) vraie..

o = O
— o

1
- Le principe de récurrence s’applique, ainsi pour tout entier nnonnul,ona: M" =|0
0

Partie B : un vrai faux et on passe a I'arithmétique!
Dans cette partie, on vous propose deux affirmations, et vous devez déterminer si elles sont vraies ou fausses.
Une réponse non justifiée ne rapportera aucun point.

Toute matrice carrée non nulle admet une matrice inverse.

Faux:A = ((1) 8) fournit un contre exemple, en effet :

* A et non nulle
* dét(A)=0 donc A n’est pas inversible.

Pour tout entier naturel 1, le chiffre des unités de n? + n n’est jamais égal a 4.
On pose la division euclidienne de n par 10; n =10k+rou 0<r<9.
Comme r est un entier,onar=0our=1our=2ou---r=3; ce qui fournit n =0 [10] ou n =1 [10]
oun=2[10]ou---n=9[10].
On fait alors un tableau de congruences :

n=--[10] |0]1]2]3[4[5]6]7]8
nZ=---[10]
n“+n=---[10]]0|2]6|2|0]0]|2|6]2

o
S
\O
(@)
(@)]
(@)
\O
e~
—

Conclusion : I’équation n% + n = 4 [10] n’a pas de solution et donc le chiffre des unités de n* +n
n’est jamais égal a 4.

Partie C : suites et arithmétique

On consideére la suite (a,) définie pour tout entier naturel n par

42n+1 +1
an = f

12



Calculer a; et a3.

4°+1 1025
o a, = =" -205
L="F 5
4741 16385
0 e e = 8977
5 5

[az =205etas =3 277]

Démontrer que, pour tout entier naturel n, a,.; = 164, —3.

e Méthode 1 :

Pour tout entier naturel n,

42(n+1)+1 +1
Ayl = ———F
42n+3i_1
42+25n+1 +1
= #
_16x (4% +1)-15
2n+15
=16x —4 1 - 1—5
5 5
=16a, -3
e Méthode 2 :Une récurrence!
Notos P(n) :«a,,1 = 16a, — 3 »
e 4'+1 5
— Intialisation : ag = T == 1
4341 65
a = = — = 13
5 5

16apg-3=16x1-3=13 =04
Ainsi P(0) est vraie.

— Heérédité : Soit k > 0 un entier fixé. On suppose que ay,, = 16a; -3

42(k+2)+1 +1
Af+2 T
B 42k+5 +1
42k+3 +1
Par ailleurs 16a;,1 -3 =16x —s - 3
2k+3
- 42 X 4+_+1 _ 1_5
5 5
42 x 42344215
B 42k+5 +1
-5

La propriété P(n) est donc héréditaire.
— Conclusion :

- P(0) est vraie.
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- Pour un entier k > 0; P(k) vraie entraine P(k + 1) vraie..

- Le principe de récurrence s’applique, ainsi pour tout entier n,on a : a,,; = 164, — 3.

Démontrer que, pour tout entier naturel n, a4, est un nombre entier naturel non nul.

Notos Q(n) :« a,, est entier et a, > 1 »

* Intialisation: aqy =1

Ainsi Q(0) est vraie.

» Hérédité : Soit k > 0 un entier fixé. On suppose que g est entier et a; > 1
Orag,1 =16a,-3

a, =1
Donc 16a; >16(16>0)
Puis 164, -3 >13>1

Soitar,; =1

Par ailleurs comme a; est un entier 164, — 3 est un entier comme somme d’entiers. La propriété
Q(n) est donc héréditaire.

* Conclusion :
- Q(0) est vraie.
- Pour un entier k > 0; Q(k) vraie entraine Q(k + 1) vraie..
- Le principe de récurrence s’applique, ainsi pour tout entier #, on a : a, est un entier positif
donc est bien un entier naturel.
Dans cette question on utilise 1’égalité de la question 2. afin de démontrer plusieurs propriétés des termes de la suite (a,,).

a. Démontrer que, pour tout entier naturel n, a,.1 = a, [3].
Déjaa, .1 =16a, -3,
comme 16 =1 [3]car 16 =3x5+1
d’ou 16a,, = a,, [3]( Compatibilté des congruences avec la multiplication)

16a, = a, [3]
3=0(3]
Soit a,,1 = a, [3].
b. Vérifier que ag =1 [3].

} Compatibilté des congruences avec I'addition 164, — 3 = a,, [3]

En déduire que, pour tout entier naturel #, le nombre a, n’est pas divisible par 3.

ag=1doncay=1 [3].

Par une récurrence évidente on montre que a, =1 [3].

Ainsi le reste de la division euclidienne de a,, par 3 est 1, donc pour tout entier naturel n, le
nombre a,, n'est pas divisible par 3.
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