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Le soin et la rédaction seront pris en compte dans la notation. Faites des phrases claires et précises.
Le baréme est approximatif. La calculatrice est autorisée.

& Attention ! Le sujet est sur 2 pages ( recto-verso ).

ﬁgml 77 pointe

On étudie certaines caractéristiques d’un supermarché d’une petite ville.

Partie A - Démonstration préliminaire

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de parametre 0, 25.
On rappelle que l'espérance de la variable aléatoire X, notée E(X), est égale a :

X
lim 0,25te~ %25t 4¢.

X—+00 0

Le but de cette partie est de démontrer que E(X) = 4.

On note g la fonction définie sur I'intervalle [0 ; +oo[ par g(t) = 0,25te” %25,

On définit la fonction G sur 'intervalle [0 ; +oo[ par G(t) = (—t — 4)e~ 25,

Vérifier que G est une primitive de g sur l'intervalle [0 ; +ool.

La fonction G sera une primitive de g sur [0 ; +oo[ si et seulement si elle est dérivable sur [0 ; +oo[ et que sa
fonction dérivée est la fonction g.

Avec les regles de composition et de produit de fonctions classiques, la fonction G est effectivement dérivable
sur [0 ; +oo[, et pour tout ¢ réel positif, on a :
G est dérivable comme somme de deux fonctions dérivables.

_ Y ) ’ / . . U(t):(—t— ) o M/t)z—l
G =uv, d’ou G’ = u’v +v’u avec pour tout réel ¢, dans[0 ; +oo : V(t) =025t ainsi : V/(t) = —0,25e-025¢

G'(t) =(-1)xe 025 4 (=t —5)x(-0,25)e 025
=(-1+0,25¢+0,25x4)e 02
=0,25te 025" = g(¢)

(La fonction G est donc bien une primitive de g sur [0 ; +oo[.]

En déduire que la valeur exacte de E(X) est 4.
Indication : on pourra utiliser, sans le démontrer, le résultat suivant :

lim xe %25 = 0.

X—+00

En appliquant la définition de ’espérance, rappelée dans 1’énoncé, on va commencer par calculer l'intégrale de
gentreOet x:

x X
f 8(6) dt = [G(1)] = Glx) = G(0) = (=) €027 = (0 4) 02570 x 0257 _ 4 70201 4
0 0

Déterminons maintenant la limite de cette intégrale quand x tend vers +co.

Puisque cette limite est admise dans le sujet, on a: lim x e %2> =0.

X—+00




1 pt

Comme -0, 25 est négatif, on a:

lim -0,25x = -0, 0r lim e¥ =0, donc, par composition : lim e~

0,25x _

X—+00 y——00 X—+00

Finalement, par limite de la somme de fonctions, on a :

lim

X
g(t)dt = lim —xe 0% — 47025 14 -4

X—+00 0 X—+00

[En conclusion, on a bien établi que I'espérance E(X) est bien égale a 4.]

Partie B - Etude de la durée de présence d’un client dans le supermarché

Une étude commandée par le gérant du supermarché permet de modéliser la durée, exprimée en minutes, passée dans
le supermarché par un client choisi au hasard par une variable aléatoire T.

Cette variable T suit une loi normale d’espérance 40 minutes et d’écart type un réel positif noté o.

Grace a cette étude, on estime que P(T < 10) = 0,067.

a.

T -40
On considére Z = — Quelle est la loi suivie par Z?

Puisque T suit une loi normale d’espérance 40 et d’écart-type o, on peut dire que Z suit la loi normale
centrée et réduite.

. Déterminer une valeur arrondie du réel o a la seconde pres.

10-40

Par ailleurs les évenements (T < 10) et (Z < ) sont équivalents, et ont donc la méme probabilité.

En utilisant la calculatrice avec la fonction inversant la loi normale centrée réduite, on obtient que la borne
10-40 -30 , . ., . , N
= —— doit étre environ égale a —1,4985.

o

o

Enrésolvant,ona o ~ EWITEL soit 0 = 20,019 8 min, soit, en donnant un arrondi a la seconde pres, 20 min

01s.(car 0,0198x60~1,2)

Autre rédaction :
10-40

P(T <10) = 0,067 Z <

P( ): 0,067
-30
P(z < —) 0,067
g
n(Z < _—30) =0,067
30 7
— =110,067)
o
—-30 =01 1(0,067)
-30

7= 771(0,067)
30

o= FracNormale(0,067)

I

On obtient
o ~20,0198

Remarque : Ici la modélisation implique que les valeurs prises par T peuvent étre négatives, et ce de facon
non completement négligeable, puisque la probabilité d’avoir T négatif va étre proche de 0,025, le 0 étant
presque égal a y—20. Cela peut sembler déstabilisant, mais ici, la modélisation est donnée et n’est pas a
remettre en cause.

Dans cette question, on prend ¢ = 20 minutes. Quelle est alors la proportion de clients qui passent plus d’une

heure dans le supermarché?

Puisque le temps est exprimé en minutes, une heure correspond a 60 minutes, et donc la probabilité cherchée
est obtenue a la calculatrice :
P(T >60)=1-P(T <60)~0,1587.



[DSTR] [2] [ZormalRep]] [-1077] 1=

normalFRép(—1099,60,40,20) ~ 0,8413 Ceci calcule P(X < a) dans le cas ou X suit la loi normale /\/'(;4,02)
Puisque la question est posée en terme de proportion, on va supposer que la modélisation est fiable et que
les probabilités sont assimilables a des proportions, et donc qu’environ 15,9 % des clients passent plus d’une
heure dans le supermarché.

Partie C - Durée d’attente pour le paiement

Ce supermarché laisse le choix au client d’utiliser seul des bornes automatiques de paiement ou bien de passer par
une caisse gérée par un opérateur.

La durée d’attente a une borne automatique, exprimée en minutes, est modélisée par une variable aléatoire qui
suit la loi exponentielle de paramétre 0,25 min~!.
0.5 pt a. Donner la durée moyenne d’attente d’un client a une borne automatique de paiement.

Comme cette variable aléatoire suit la loi exponentielle de parametre 0,25 min~!, on est exactement dans la
situation étudiée a la Partie A et donc on va en utiliser le résultat :

[la durée moyenne d’attente aux caisses automatiques est de 4 minutes.]

1 pt b. Calculer la probabilité, arrondie & 1073, que la durée d’attente d’un client & une borne automatique de
paiement soit supérieure a 10 minutes.
10
P(X>10)=1-P(X<10)=1 —f 0,25e 02 dt = e 02X10 = 725 1 0, 082.
0

[A 1073 pres, la probabilité qu’un client attende plus de dix minutes aux bornes automatiques est donc de 0,082.]

1,5 pt c. Quelle est la probabilité que la durée d’attente d’un client a une borne automatique de paiement soit supé-
rieure a 10 minutes sachant qu’il a attendu plus de 5 minutes?
On veut calculer la probabilité conditionnelle : Fx>s5)(X > 10).
Deux méthodes sont possibles :

* D’apres la définition des probabilités conditionnelles :

* On utilise le fait que les lois exponentielles sont des lois a durée de vie sans vieillissement. Ainsi :

P(X25)(X >10) = P(XZS)(X >5+ 5)

L’étude commandée par le gérant conduit a la modélisation suivante :

e parmi les clients ayant choisi de passer a une borne automatique, 92 % attendent moins de 10 minutes;

e parmi les clients passant en caisse, 65 % attendent moins de 10 minutes.



On choisit un client du magasin au hasard et on définit les événements suivants :
B : «le client paye a une borne automatique »;

B : «le client paye a une caisse avec opérateur »;

S : «la durée d’attente du client lors du paiement est inférieure a 10 minutes ».

Une attente supérieure a dix minutes a une caisse avec opérateur ou a une borne automatique engendre chez le
client une perception négative du magasin. Le gérant souhaite que plus de 75 % des clients attendent moins de

10 minutes.
1 pt a. Construire un arbre pondéré qui réunit les données de I’énoncé.
0,92 S
\ / S
0,35 —
S
1.5 pt b. m Quelle est la proportion minimale de clients qui doivent choisir une borne automatique de paiement

pour que cet objectif soit atteint?
On cherche x tel que P(S) >0, 75.
On a, d’apres la formule des probabilités totales :
P(S) =P(BNS)+P(BNS)
=0,92x+0,65(1 —x)
=0,17x+0,65
On a alors
P(§)>0,75 <= 0,17x+0,65>0,75
«— 0,17x>0,10

= x> —
17

La proportion minimale de clients devant choisir les caisses automatiques, si on veut que plus de 75 % des

. . . . 10 . .
clients attendent moins de dix minutes est donc de 17’ soit environ 59 %.
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En utilisant sa base de données, la sécurité sociale estime que la proportion de francais présentant, a la naissance, une
malformation cardiaque de type anévrisme est de 10 %.On considére un échantillon de 400 personnes.

2 pts Déterminer l'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % .
~ Remarque : l'effectif de la population frangaise est assez grande pour que le tirage de I’échantillon puisse se faire
dans les conditions d’application d’une loi binomiale... il faudrait toujours le préciser.
Ici p=0.1,n = 400,donc on a bien n > 30,np > 5,n(1 —p) > 5 et pour a = 0,05, on a u, ~ 1,96.

/ / [ 1 [0,1x0, .
Lintervalle [, = [p 1,96 p+1 96 [0 1- 0 XO 9 1,96 %] de fluctuation asymp-

totique au seuil de 0,95 est donc environ [0 07;0,13].




[L’intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % est donc environ [0,07;0,13]. ]

Dans l’échantillon considéré, 60 personnes présentent une malformation cardiaque detype anévrisme. Qu’en

pensez-vous ?

1 pt

La fréquence observée sur 1’échantillon est foys = 100 0,15.

Comme foy, € I, donc au vu de cet échantillon, on remet en cause I’hypothése affirmant que la proportion de
francais présentant, a la naissance, une malformation cardiaque de type anévrisme est de 10 %.

ggmco’ce.? 7,5 pocate

On considére la fonction f définie sur R par

f(x)=Inx—x>+1.
On note C sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repére.

1.5 pt Calculer les limites de la fonction f en 0 et +oco.

lirg+ (Inx) = —c0
° + . X—= 1 - —
En 0" : lim —x241=1 Par somme XE%+ f(x)=—-oc0
x—0t
Inx 1
e En +o0:on écrit f(x)=x2[— -1+ —=|.
fo =2 (-1 )
b s .. s . Inx
D’apres une limite de référence, ona lim — = 0.
X—+00 X
Inx
lim — =0 . Inx 1
Y—t+oo X 1 Par somme lim — - 1+ == -1
lim -1+—=-1 ¥oree X x
X—>+00 X
Inx 1
lim —-1+—=-1
x—+00 3c2 x2 Par produit lim f(x)=—oo
lim x°=+oc0 x—+00
X—+00

X—+0c0

[XIL%L f(x)=—ocoet lim f(x)= —oo]

0.5 pt Interpréter graphiquement les résultats précédents.
lir(r)1+f(x) = —0o, donc la droite d’équation x = 0 est asymptote verticale a C.
X—

1 pt Calculer f’(x), f’ désignant la fonction dérivée de f.
f(x) =Inx—x2+1, donc f est dérivable sur ]0;+co[ comme somme de fonctions dérivables sur cet intervalle.

e
[f,(x):%_2x21 2x]

X

1.5 pt Etudier le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation.
On étudie le signe de la dérivée :

fx)=0 &= 1-2x=0 & x==

S

\f

Sur ]0;+o0[, seul 72 annule f’(x).



signe de (1 - 2x?) + 0 -
signe de x + +
signe de f’(x) + 0 -

On déduit le tableau de variations de f sur [0 ; +oo[ :

X 0 o g 1 +00
f(x) + 0 -
0
1-In2
Variations de / g
f
— 0
—0 —0

3 pts Déterminer le nombre de solutions et une valeur exacte ou au moins une valeur approchée de(s) solution(s) de
I’équation :
Inx=x>-1
Tout d’abord, remarquons que :
Inx=x’-1 e Inx-x>+1=0 & f(x)=0
* Sur |0; ﬁ] :
D’apreés le théoréme de la bijection :

# f est une fonction dérivable (donc continue) sur 1’ intervalle ]0; g]
# f est strictement croissante sur I’ intervalle ]0; g]

# f(VTi):#zO,lSetxlirg+f(x)=—m
0,2

# f réalise donc une bijection de ]0; %] sur ]—00; —1_12n2]

Comme 0 € ]—oo; HTHZ], I’équation f(x) = 0 a une racine unique a dans ]0; g] Encadrons a. A l'aide

d’une calculatrice, on obtient f(0,45)~ —0,01 et f(0,46) ~ 0,012.
Comme f(0,45) <0< f(0,1 —46) sécrit f(0,45) < f(a) < £(0,46)

* Sur [g;ﬂxx[ : D’apres le théoreme de la bijection :
# f est une fonction dérivable (donc continue) sur I’ intervalle [\/75;+oo[.
# f est strictement décroissante sur 1’ intervalle [ﬁ;+oo[.
.ﬂin f(@): L2 20,15t lim f(x)=—co
# f réalise donc une bijection de [ﬁ;+oo[ sur ]—oo; HTHZ]
Comme 0 € ]—oo; HTHZ], I’équation f(x) = 0 a une racine unique g dans [ﬁ;+oo[. Il reste a remarquer

que f(1)=In1-12+1 :0,etle[g;+oo[ ainsi g =1.

[Conclusion : I’équation : Inx = x2 -1 a deux solutions 1 et @ o1 0,45 < a < 0, 46. ]




