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| Correction de ['exercice 1 |
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1
1. f est une somme de fonctions dérivables sur ]0 ; +oo[ : elle est donc dérivable sur |0 ; +oo[ et f/(z) =14 =
x

. 1 o1
Comme on travaille sur ]0; +o0[; on a > 0 donc — > 0 ainsi — +1>1> 0.
x x

La fonction f est donc strictement croissante sur |0 ; 4o0].

2. En appliquant le théoréme de la bijection sur ]0 ; 4o0] :

o f est continue sur I =]0; +o0o[ (elle est dérivable sur I);
o f est strictement croissante sur [ ;

.ili)%f(x) = —00

* D () = ¥ee

donc f réalise une bijection de ]0 ; 4o0[ sur | — oo; +00|.
Comme 0 €] — oo; +00[ 'équation f(z) = 0 admet une unique solution o dans I

Ainsi ’équation f(z) = 0 admet une unique solution « dans |0 ; +o0l.

()= 4

) 1 In2<0
= — —1n .
2

f)=1+Inl=14+0=1>0.

1 1
Ona: f (§> <0, f(1) >0 et f strictement croissante sur {5 ; 1}7 donc

1
- <a<l

2

4. Donc au centiéme prés : 0,56 < o < 0,57.

Correction de ['exercice 2

Un joueur débute un jeu vidéo et effectue plusieurs parties successives.

On admet que :

e la probabilité qu’il gagne la premiére partie est de 0,1;

e s’il gagne une partie, la probabilité de gagner la suivante est égale a 0,8 ;

e s’il perd une partie, la probabilité de gagner la suivante est égale a 0, 6.

On note, pour tout entier naturel n non nul :
o G, I'événement « le joueur gagne la n-iéme partie » ;

e p, la probabilité de I’événement G,,.

On a donc p; =0, 1.

1. On a l’arbre pondéré suivant :

BeN6



On apy =p(G1NG2) +p (G1NG2) = p(G1) xpa, (G2) +p (G1) xpgy (G2) =
p2 =0,1x0,8+40,9%0,6 =0,08 + 0,54 = 0, 62.

—— GiNG
2. 1l faut trouver pg, (G1) = d (p EGQ) 2) - 8’2;1 = g

3. La probabilité que le joueur ne gagne aucune des trois parties est égale 4 0,9x0,4x0,4 = 0, 144.
La probabilité qu’il gagne au moins une partie est donc égale a
1-0,144 = 0, 856.

4. A la partie n, on a 'arbre suivant :

On a donc Pn+1 =D (Gn N Gn+1)+p (G’inﬁ Gn+1) =p (Gn) XPG, (Gn+1)+p (G77L) Xprn (GnJrl) = an078+(1 - pn) x0,6 =
1 3
13 15-13 2 1

3 13/1\'" 3
5. Initialisation Onabienz—Z<5) =1 2= 20 2—021—020,1:])1.

_EG)“
1 \5/) "

Heérédité

Supposons qu’il existe a € N, a > 1 tel que p, =

oo

D’aprés la formule démontrée a la question 4 :



_ 1 +31[313(1>a}+33xl+313(1)a+13+1213<1)u+1313<1)a+1 La
Pat1 = 5P T 5 = 5147 4 \5 5 545 4\5 T 92020 1 \5 “1 1 \5) -

propriété est vraie au rang a + 1.

3 13 "
On a donc démontré par récurrence que pour n € N*, p,, = 17 (3) .

1 . n\" ) 3
6. Comme —1 < 5 <1l,ona lim (g) =0, donc nglfoop” =71= 0, 75.

n—-+oo

3 3 3 13 /1\" 13 /1\" 1\" 4
7. Ona: -~ — 1077 <= -~ — (7_7(7) ) 1077 <= —<7> 1077 = <7> —x1077 =
na:o Pn < 1 11\ < 1 \5 < 5 <13>< (par
1 1n(4><10 7)
. . . . . 4%x10~7 13
stricte croissance de la fonction logarithme népérien) nln (3) <In ( 3 ) = n> — N
In <7>
5
I ((4x10°7
Or M ~ 10,7

()

3
Donc uq1 approche la limite 1 a moins de 1077.

Correction de ['exercice 3

Pour réaliser une loterie, un organisateur dispose d’une part d’un sac contenant exactement un jeton blanc et 9 jetons noirs
indiscernables au toucher et d’autre part d’un dé cubique équilibré dont les faces sont numérotées de 1 a 6.

Il décide des régles suivantes pour le déroulement d’une partie.

Le joueur doit tirer un jeton puis jeter le dé :
e si le jeton est blanc, le joueur perd lorsque le jet du dé donne 6

e si le jeton est noir, le joueur gagne lorsque le jet du dé donne 6. A la fin de la partie, le jeton est remis dans le sac.

On note B I'évenement « le jeton tiré est blanc » et G I'évenement « le joueur gagne le jeu ». L’événement contraire d’un
événement E sera noté E. La probabilité d'un événement E sera notée p(E).

Partie A

7
1., Montrer que p(G) = —. On pourra s’aider d’un arbre pondéré.

Les jetons sont indiscernables au toucher et le dé est équilibré, le choix se fait au hasard, donc pour tout événement F, on
Card(E)
p(E) = =— =5
Card(£2)

Calculer la probabilité de I’événement G.
G=(BNG)U(BNG).
La formule des probabilités totales donne p(G) = p (BNG) +p (BN G) = p(B)xps(G) + p(B)xpg(G)

: — 15 9 1 _ 14 _ 7
soit p(G) = 75X§ + 15%5 = 50 = 30



2. Quelle est la probabilité que le joueur ait tiré le jeton blanc sachant qu’il a perdu?
BNG Lxl
On veut calculer la probabilité conditionnelle pz(B) = il — ) =108
G 1—- &
p( ) 30

pa(B) = & ~ 0.022

3. Un joueur fait quatre parties de fagon indépendante. (c’est-a-~dire : les probabilités sont identiques a chaque partie).

On est en présence d’'un schéma de Bernoulli :

Succés : « le joueur gagne la partie »avec la probabilité p = -

30
Echec : «le joueur perd la partie »avec la probabilité g =1 —p = gg
On répéte 4 fois cette expérience de fagon indépendante et on considére la variable aléatoire N qui comptabilise le nombre
de succes .
N suit la loi binomiale B (4; 3—70) de paramétre n =4 et p = 3—70

Calculons la probabilité qu’il en gagne exactement deux et en donnons-en une valeur approchée a 1073, prés.

Pour tout entier k € [0;4]; on a :
4 7T\" 23\
PN =F) <k) “\30/) " \30

On veut p(N = 2) = ()x (&) x (2)* ~ 0192
[p(N =2) ~0,192]

4. Quel nombre minimal de parties un joueur doit-il faire pour que la probabilité d’en gagner au moins une soit supérieure a
0,997
Le joueur fait n parties de fagon indépendante.

On répéte n fois cette expérience de fagon indépendante et on considére la variable aléatoire N qui comptabilise le nombre
de succes .
N suit la loi binomiale B (n; 3—70) de paramétre n et p = %
On veut alors le plus petit entier n qui vérifie p(N > 1) > 0,99
23\"
Orp(N}l):l—p(N:O):l—(E)
23\" 23\" 1
o( ) >0,99 30 0,99 & 30 100

La fonction In est strictement croissante sur ]0; 00|,

) < nln (§> < —-2In10

30

23\" 1
v 0mem(2) <u (L
o( ) > 0,99 < nln . 1 { 700
(2

2 2 2
Comme % < 1, on déduit In 33) < 0, et donc en divisant par In (£> <0:

—21n10
P(N>1)209 &n> ot

In <§)
30

Enfin M ~17.3

(3)
In| —
30

‘Le joueur doit faire au moins 18 parties pour que la probabilité d’en gagner au moins une soit supérieure a 0, 99.

Partie B

L’organisateur décide de faire de sa loterie un jeu d’argent :
e chaque joueur paie 1 € par partie;

e si le joueur gagne la partie, il regoit 5 €;
e si le joueur perd la partie, il ne regoit rien.

1. On note X la variable aléatoire égale au gain algébrique (positif ou négatif) du joueur a l'issue d’une partie.
a. Donner la loi de probabilité de X et son espérance E(X).
Les valeurs possibles de X sont 4, et 1.

P(X =) =p(G) =



X =-1)=p@) =1- =2

La loi de X est donnée par le tableau ci-dessous :

iz 4 -1

T2

Pi ] 30 | 30
7 23 5 1
E(X) = A (Cx 222 o2
(X) = pran 4 pozy = dx g5 + (-l)xg5 = 35 = &

~0,17€

b. On dit que le jeu est favorable a 'organisateur si E(X) < 0. Le jeu est-il favorable a l'organisateur ?
E(X) > 0, donc le jeu est défavorable & I'organisateur

2. L’organisateur décide de modifier le nombre n de jetons noirs (n entier naturel non nul) tout en gardant un seul jeton blanc.
Pour quelles valeurs de I'entier n le jeu est-il favorable a l'organisateur ?
Toute trace de recherche, méme incompléte, sera évaluée dans cette question

On recommence le jeu de la question mais avec cette fois-ci n jetons noirs dans le sac,

ainsi dans le sac il y n jetons noirs et un jeton blanc.
_ Card(B) 1

La probabilité de tirer un jeton blanc est p(B) = 7 5y = =g
ar n

G=(BNG)U(BNG).
La formule des probabilités totales donne p(G) = p(BNG) +p (BNG) = p(B)xpp(G) + p(B)xp5(G)

. _ 1 5 n 1 _ _54n
soit p(G) = 71 %6 T 241 X6 = 8(ntD)

p(G) = 6’;‘:56 Donnons alors la loi de probabilité de X et son espérance E(X).

Les valeurs possibles de X sont 4, et 1.

p(X = 4) = p(G) = 67:;;56

— — () — n+5 __ 5n+l1
p(X=-1)=p(G)=1- Gn—:-ﬁ = GnIG
La loi de X est donnée par le tableau ci-dessous :

T 4 -1
. n+5 bnF1
Pi | $nt6 | n+6
ntd 5n+1  4(n+5) Sn+l  —n+19
E(X) = p171 + paz2 = 4x +(-1) _ A ) .

6n+6 “6n+t6 6n+6 6n+6 6n+6

_ —n+19
E(X) = 55 €

Le jeu est favorable a 'organisateur si E(X) < 0.

-—n+19

EX)<0&
(X) 6n + 6

<0&-n+19<0&n>19n2>20

donc le jeu est favorable a l'organisateur dés que le sac contient au moins 20 jetons noirs.




