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Le soin et la rédaction seront pris en compte dans la notation. Faites des phrases claires et précises.

Le baréme est approximatif. La calculatrice en mode examen est autorisée.

AAttention! Le sujet est recto-verso.
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Question 1

Question 2

Question 3

Question 4

Question 5

Réponse

a.

d.

C.

b.

b.

dgmao'aez: Semplifions !

5 pocuts

5,75 pocuts

Ecrire plus simplement les expressions suivantes en utilisant les propriétés algébriques de I'exponentielle :

3
_ -2x 4x
6 5ot pl+x (e ) X e
A= 3 = xr2 C= 2
e— eX+ e— X
6. 4 lix o\ ax
S xe e X e
4 =—3 = C =— %
£ e 6x’, Z
—0X X
_ ¢ _ el+x7(x+2) _¢€ xe
=3 = = Tox
e £
e* X
= eS = 671 = > = ]_
e X
(A= B=e! c=1)

Montrer les égalités suivantes, pour tout x e R :
a. 2e?* +6e*—8=2(e*—1)(e* +4)

2(e¥-1)(e*+4) = 2(e2x+4e"—e"—4)
= (e2x+ 36"—4)
=2+ 6e* -8

(e*=1)(e*+1) e -1
er er
e 1
e2x e2x
o

[Pour tout x e R, on a 2e>* + 6e* -8 =2(e* —1)(e* +4) et

(e*=1)(e*+1)
o

=1- e‘z"]




g Erercice 3 : Eguations et Juéguations
5.5 pts Résoudre dans R les équations ou inéquations suivantes :

e2x-3 _ o2

On utilise la propriété e =e

b e— a=0b.

(5x-7)e*1=0
On est ici en présence d’un équation produit :

(5x-7)e3* 1 =0 5x-7=0oue®* ! =0 Régle du produit nul

7

[

5

—-x <0 car lafonction exp est strictement croissante sur R.

1101

(6—5x)e* > 0.

On étudie le signe de chaque facteur du produit et n fait le bilan dans un tableau de signes :
# Pour tout réel x on a e* > 0.
Ainsi pour tout réel x; e* est strictement positif.

6
# 6-5x>0 & -5x>-6 < x<§endivisantpar—5<0.

# On dresse le tableau de signes :

X -0 ¢ +00
signe de e* + +
signe de 6 — 5x + 0 -
signe de f(x) + 0 -

On lit ’ensemble des solutions sur le tableau précédent :

]

X== car la fonction exp est strictement positive.

5,5 pocuts



5,5 pocuts
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5.5 pts Calculer la dérivée de chacune des fonctions définies et dérivables sur R :

f(x)=7x>+5x+1-3€"

(f’(x) = 14x+5—3e"}

g(x)=(3x+5)e*
g est dérivable comme produit de deux fonctions dérivables.
g=uv,dou g’ = u’v+v'u avec pour tout réel x, dans R : u(x) =3x+5 ainsi:{ (x) =3
v(x) =¢e* v

g’(x) =3e"+(3x+5)e*
=(3+3x+5)e"

(g’(x) =(3x+ 8)e"J

eX+1
h(x) =
o e’ +2 . : - -
h est dérivable comme quotient de deux fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas.
u(x) =e*+1 ainsi - u'(x) =e*
1 v(x) =3€"

u .., uwv=vu ,
= —d = - 1 R:
h = d’ou h 5 avec pour tout réel x, dans { p(x) = 3% +2

_ e*(3e* +2)—3e*(e* + 1))

hl
() (3¢ +2)2
_e¥(3e*+2-3(e* +1))
B (3eX +2)2
_e*(3e*+2-3e*-3)
B (3e* +2)2

’ _ e*
[h )= +2)2]

4,25 pocats

fggxmo‘ce 5 : Varcations
4.25 pts Soit la fonction f définie sur [0;5] par: f(x) = (4x—1)e™™

Déterminer et factoriser f’(x) ou f’ est la fonction dérivée de f.
f est dérivable comme produit de deux fonctions dérivables.
. . u(x) =4x-1 . . u'(x) =4

f =uv,dou f’=u’v+v'u avec pour tout réel x, dans R : { v((x)) - ainsi : { ) (%)

f(x) =4e*+(4x—-1)(-e)
=e¥(4-(4x-1))
=e X (4-4x+1)

(f0)= (5-40)e™]

Résoudre f’(x) = 0 puis dresser le tableau de variations de f sur [0;5] en précisant les valeurs exactes des bornes

et du maximum de f.
Tout d’abord, la fonction exponentielle étant strctement positive sur R, on déduit que f’(x) a le signe de 5 —4x.

fl(x)=0 e 5-4x=0| f'(x)>0 < 5-4x>0

— -4x=-5 — —-4x>-5
(:)x—E 4:>x<é
T4 4

On déduit le tableau de variations de f sur [0;5] :



5
X 0 7 5
f(x) + 0 -
46_%
Variations de \
f
-1 19¢7°

a . . 8
[ f présente un maximum en % qui vaut 4e™4 ]

fggxm62wmnwaﬁﬁgwed{anc¢m 8.5 pocuts

8.5 pts
On considere une fonction f définie et dérivable sur 'intervalle [~4;2] dont on donne la courbe Cy ci-dessous.

Résoudre graphiquement f’(x) =0 et f’(x) < 0. Justifier.
Les solutions de I’équation f’(x) = 0 sont les abscisses des points de Cy a tangente horizontale. On lit :

S ={-1;1,5}

Comme f est décroissante sur chacun des intervalles [-4;—1] et [1,5;2], on déduit que I’ensemble des solutions
de I'inéquation f’(x) <0 est:

(s=[-%-1]u[1,52])

On admet que la fonction f est définie par : f(x) = (-x* +2,5x — 1)e* .

a. Déterminer la fonction dérivée f”.
f est dérivable comme produit de deux fonctions dérivables.



—_y2 _ "(x) = —2x+2
f =uv,dou f’ = u'v+v’u avec pour tout réel x, dansR:{ u(x) X +2,5%-1 ainsi:{ w(x) *+2,5

v(x) =e*

fl(x) =(-2x+2,5)e"+(-x>+2,5x—1)e*
¥(—2x+2,5-x%*+2,5x—1)
*(—x%2+0,5x+1,5)

e
e

[f’(x) =(-x?+0,5x+1, S)e"}

b. Etudier le signe de la fonction f’ sur [-4; 2] puis dresser le tableau de variation de la fonction f sur [-4; 2].
Tout d’abord, la fonction exponentielle étant strictement positive sur R, on déduit que f’(x) a le signe de
2
-x“+0,5x+1,5.
Ainsi f’(x) a le signe de —x?+0,5x+1,50ude 2(-x2+0,5x+1,5) = —2x% + x + 3.
A=b>—4ac=1-4x(-2)x3=25

_—b+\/Z _—b+\/Z

X1 X
2 2
_-1%5 155
4 -4
- _3
=-1 =3
—2x% 4+ 5x — 2 est un trindme du second degré qui a pour racines % et 2; il a donc le signe de a = -2 a
I'extérieur des racines et celui de —a a l'intérieur.
X —00 -1 % +00
signe de —x% + 0.5x + 1.5 - 0 + 0 -
On déduit le tableau de variations de f sur [-4;2]:
X —4 -1 3 2
f'(x) - 0 + 0
—27¢4 0.5¢!>
Variations de \ /
f
—4.5¢71 0

1
c. Déterminer I’équation de la tangente a Cy en 3
1 1 1
T a pour équation y = f’(z)(x_ E)Jrf(z)
1 3
= 7(3)-3

- )

1 1
2x — —e2

| @

2 g 31 1 . S
T a pour équation y = Eez (x— 5)+ 0, soit y = ¢




g&mm? 35 pocute

X —X
3 pts On appelle cosinus hyperbolique la fonction définie sur R par ch : x +— ch(x) = cre

et sinus hyperbolique la

fonction définie sur R par sh : x > sh(x) = 7

Montrez que ch(x) + sh(x) = e* puis que ch(x) —sh(x) = e™*.

eX+e ™ eX-eX eX+e ™ eX-eX
ch(x)+sh(x) = > + > ch(x)—sh(x) = > + 7
_efte e+ e te et te
2 2
2e* . 2% x
= — =8 = =e
2 2

[On a bien ch(x) + sh(x) = e* et ch(x) —sh(x) = e‘x}

Montrez que ch?(x)—sh?(x) =1

ch?(x)—sh?(x) = (ch(x)+sh(x))(ch(x) - sh(x))
=e¥xe™

260:1

[On a ainsi prouvé pour tout réel x,ch?(x) —sh?(x) = 1]

fggxméceg Uwe modélisation 5,25 pocuts

5.25 pts On considére la fonction f définie surR par f(x) = (ax + b)e™>* avec a et b deux réels.
Calculer f’(x). f est dérivable comme somme de deux fonctions dérivables.
u(x) =ax+b ainsi - u'(x) =a
v(x) =e 3 1 v(x) = -3¢

f'(x) =ae3*-3(ax+Db)e ¥
= (=3ax+a—-3b)e3*

f =uv,d’ou f’ =u’v+v’'u avec pour tout réel x, dans R : {

[f'(x) =(-3ax+a- 3b)e—3x]

Trouver a et b sachant que f(0)=1et f’(0)=0.

f(0)=1 = (ax0+b)e®=1] f(0)=3 & (-3ax0+a-3b)e’=0
— b=1 — a-3b=0

& ag=3b=3

[f(x) — (3x+ 1)6‘3"]

Etudier les variations de f.
# Dérivée : f'(x) = (-3ax +a—3b)e™3* = —9xe™3*

# Signe de la dérivée : la fonction exponentielle étant strictement positive sur R, on déduit que f’(x) a le signe
de (-9x).

ffx)=0 < -9%x=0| f(x)>0 << -9x>0

— x=0 — x<0



# On déduit le tableau de variations de f sur R :

X —00 0 +00
f(x) + 0 -
1

Variations de

f

Déterminer I’équation de la tangente a €y, la courbe représentative de f, au point d’abscisse 0.
T a pour équation y = f’(0)(x — 0) + f(0)

=< f(0)=0
< f(0)=1
[T a pour équation y = 0(x—0) + 1, soit y = 1}
ggmcc'ae9 Poar accuper celles et ceur quc vont trop vite! & pocuts

4 pts Montrer que pour tous réelsaet bona:

Sia<b alors e%<

On démare la preuve de cette double inégalité, en remplagant b par une variable x, on doit donc établir que :

X a

) eX—e
Sia<x alors e%< *

<e
X—a

X _ ot

# Premiére étape : on prouve que Sia<x alors e%< o
Comme ici x > a on déduit x —a > 0, donc en mutipliant par (x —a) > 0, on doit prouver que (x —a)e < e* —e*
ou encore que si x > a alors (x —a)e® +e” < e*.
Si on pose f(x) = ¢, I'’équation de la tangente T, a Cy au point d’abscisse a est y = f’(a)(x —a) + f(a), soit y =
(x—a)e® +¢e”
Or la fonction exponentielle est convexe, en effet sa dérivée seconde est f”(x) = e qui est strictement positive

sur R.
Ainsi la coube Cy est située au dessus de sa tangente T, d’ou I'inégalité souhaitée.
X _ ,a
# Deuxieme étape : on prouve que si x > a alors = < er.

Comme ici x > a on déduit x —a >0, donc en mutipliant par (x —a) > 0, on doit prouver que e* — e < (x —a)e*.
ou encore que si x > a alors e* —e? — (x —a)e* <0
Onnote @ : x> e*—e? —(x—a)e”
e Dérivée:
QP'(x)=e*—(1xe’+(x—a)e*)=e"—e*—(x—a)e* = —(x—a)e*

* Tableau de variation de ¢ sur [a;+oo] :



@’(x) 0 -

Variations de

%

Comme ¢ est strictement décroissante sur ]a;+oo[, on déduit que si x > a alors @(x) < @(a), soit ¢(x) <0, ce
qui est I'inégalité souhaitée.

# Les deux étapes fournissent I’encadrement demandé par I’énoncé!



